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P/S 4 Vektoranalysis II (245 Punkte)

Es seien ¢(x),v(x) skalare Funktionen, a(x), b(x) Vektorfelder, ¢ € IR* ein kon-
stanter Vektor, und r = |x|.

P(a) Zeigen Sie

grad (¢¢) = dgrady +14 grad¢ (1)
div(pa) = ¢diva+a-grade. (2)

S(b) Zeigen Sie zwei der Identitéiten

rot (pa) = ¢rota+ (grad¢) x a (3)
div(axb) = b-rota—a-rotb (4)
rot(axb) = adivb—Dbdiva+ (bgrad)a— (agrad)b (5)
grad(a-b) = axrotb+bxrota+ (bgrad)a+ (agrad)b.  (6)

Hierbei ist 5 3 3
(a grad) = <a18x1 + QQT@ + a381'3> (7)

der sogenannte Vektorgradient.
Hinweis: Es kann giinstig sein, die Summenkonvention zu benutzen. In dieser
ist das Kreuzprodukt gegeben durch

(a X b)k = 6klmalbm; (8)
wobei der e-Tensor definiert ist durch

—1 falls (k,l, m) ungerade Permutation von (1,2,3) . (9)

+1 falls (k,l,m) gerade Permutation von (1,2, 3)
€kim =
0 sonst

Es gilt
€ijk€limk = 5z’l5jm - 5¢m5jl . (10)



S(c) Berechnen Sie

. X X
leﬁ, rotr—?), (11)
sowie (mindestens) zwei der Ausdriicke
c-X . CXX c XX
grad R div e rot e grad g (12)
P/S 5 Zweifache Ableitungen, Laplace-Operator (1+5 Punkte)
Der Nabla-Operator ist definiert durch
2.0 o o0 0
V=> —e=|\2—5"7"|"- 13
; (9332 © (81’1 (9:152 (91’3) ( )

P(a) Schreiben Sie die Identitéten der Aufgaben 4 a) und b) mit Hilfe des Nabla-
Operators V.

S(b) Berechnen Sie V x V. Zeigen Sie fiir ein skalare Funktion ¢(x) und ein Vek-
torfeld a(x)

rotgradp(x) = 0 (14)
divrota(x) = 0. (15)

Der Laplace-Operator A ist definiert durch

92
A:V'Vzlzlaxg (16)
S(c) Uberzeugen Sie sich, daB fiir eine skalare Funktion ¢(x)
Ap(x) = div grad ¢(x) (17)
und zeigen Sie fiir die skalaren Funktionen ¢ und v
A(¢p) = ¢AY + YA¢ + 2 (grad ¢) - (grad 1)) . (18)

S(d) Benutzen Sie die Thnen bekannte Formel a x (b x ¢) =b(a-c) — (a-b)c, um
zu zeigen, dafl
Aa(x) = grad diva(x) — rot rot a(x) . (19)

P/S 6 Ladungsverteilungen (245 Punkte)

P(a) Driicken Sie die folgenden Ladungsverteilungen mit Hilfe der Delta- und
Theta-Funktion in den jeweils angegebenen Koordinaten aus:
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(i) eine Punktladung @ an der Stelle (ro, 4o, ) in Kugelkoordinaten;
Hinweis: Uberpriifen Sie die Normierung.

(ii) eine Ladung @, die gleichméBig auf einer Kugeloberfliache des Radius R
verteilt ist (Kugelkoordinaten);

(iii) auf der Oberfléche eines Zylinders der Lange 2a wird pro Léngeneinheit
eine Ladung A gleichméfig verteilt (Zylinderkoordinaten);

(iv) eine Ladung @, gleichméBig auf einer unendlich diinnen Scheibe des Ra-
dius R verteilt (Zylinderkoordinaten).

S(b) Eine elektrische Ladungsverteilung sei gegeben durch die Ladungsdichte

p(x) = pyexp (—) (20)
mit pg # 0, a # 0.

(i) Bestimmen Sie die Gesamtladung

Q= s p(x) dPz . (21)

(ii) Berechnen Sie den RMS-Radius /(r?), worin

oy _ 1 2 3
(r)—@ Rgrp(x)dx. (22)

(RMS steht fir root mean square.)

(iii) Wie héngt 4/(r?) von py und a ab? Wie ist der Grenzfall a — 0 zu
interpretieren?

Weitere Informationen unter:
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/ed08.html



